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Catki nieoznaczone

Definicja calki nieoznaczonej:
Calka nieoznaczona funkcji f(z), oznaczana symbolem / f(z)dz, nazywamy wyrazenie
F(z)+ C, gdzie F(x) jest funkcja pierwotna funkcji f(z), a C jest dowolna stala:
/f(x)dx = F(x)+C, gdzie F'(z)= f(z), C€R.

Witasnosci catek nieoznaczonych:

[ (#@) £ 9@)do = [ fa)ds = [ gla)do

[a—

2. / (c f(:c))d:n = c/f(:c)d:n, ce R\ {0}
3. /f(x)g'(x)dm = f(x)g(x) — /f’(x)g(x)dm (wzér na catkowanie przez czesci)
4. /f(g(x))g'(x)dx = /f(u)du, gdzie g(x) =u  (wzdr na calkowanie przez podstawienie)

Calki nieoznaczone wazniejszych funkcji elementarnych:

1. /1dx:x+0

u xa—i—l
2. /x d:c:a+1+0, a#—-1, x>0

1

3. /ﬁd:n:%/EJrC, x>0
1

4. /—dx:1n|x|+C, x#0
T

5. /exdx:eerC’

6. /axdac:a—+C, ac R\ {1}

Ina
7. /sinxdx:—cosx—i-C
8. /cosxdx:sinx—i—C
9. /tgxdx:—ln]cosx]—i—c, x#g—i—lm,kez
10. /ctg:c dr =Inlsinz|+C, z#km keZ

1 T
11. /coszxdx:tg$+c’ x#§+k‘ﬂ', kelZ

1
12./ s— dr=—ctgx +C, x#knm, kel

sin“ x
1
13. /7dm:arcsinx+0:—arccosx+(§’, rze(—1;1
i o€ (L)
1
14. /1+x2 dr = arctgx + C' = —arcctgx + Cy

f@)
15. /f(x) de =In|f(z)|+C, f(x)#0

16, /j%dx:2q/f(x)+0, Flz) >0
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Algorytm catkowania funkcji wymiernych:
P
Jezeli P(z) i Q(z) sa dowolnymi wielomianami (Q(x) # 0), to calke / % dx nazywamy
T
calky z funkcji wymiernej. Algorytm obliczania calki z funkcji wymiernej:

1. Sprawdzamy, czy licznik funkcji wymiernej jest pochodng mianownika przemnozona przez
dowolna stata (P(x) = a - Q'(z)), jesli tak, calke funkcji wymiernej obliczamy ze wzoru:

a-Q'(x) Q’ (x)
Q)

w przeciwnym wypadku:

dr =a-In|Q(z)| + C, gdzie a € R;

2. Jezeli stopien wielomianu P(z) jest wiekszy lub réwny stopniowi wielomianu Q(z), dzielimy

()
Q(x)

jako sume nowego wielomianu (wyniku dzielenia), z ktérego caltke mozna juz tatwo policzy¢
i utamka wlasciwego (ktérego stopien licznika jest mniejszy od stopnia mianownika);

z reszta wielomian P(x) przez Q(z) i wyrazenie (utamek niewlasciwy) zapisujemy

3. Mianownik utamka wlasciwego rozkladamy na czynniki liniowe lub nierozkladalne kwa-
dratowe w pewnych potegach;

4. Utamek wlasciwy rozkladamy na sume utamkow prostych pierwszego rodzaju

Bx+C
(22 + bx + ¢)F’

( +a)"
i drugiego rodzaju
Przyktad:

S5r —2 A n B n C n Dz +E n Fz+G
(x+33@2+22x+2)2 (z+3)3 (z+3)2 x+3 (22+22+2)2  224+2x+2

5. Szukamy wspdélczynnikéw rozktadu utamka witasciwego na utamki proste;
6. Obliczamy catki poszczegélnych sktadnikéow rozkladu:

a) ulamki proste pierwszego rodzaju calkujemy przez podstawienie i otrzymujemy:

A
/ dr =Aln|z+a|+C
r+a

A A
— dr = — C dzi > 2
/ @raor T T m-Datarl O BHET

b) ulamki proste drugiego rodzaju obliczamy stosujac wzér:

/ Bx +C / 2 +0b dx—i—(C—%)/ 1 e
(22 4+ bz + )™ ) (2 4+ bz +¢) 2 (22 4+ bz + )™

Pierwsza z tych calek obliczamy stosujac podstawienie t = 22 4bx+c, druga natomiast
przeksztalcajac tréjmian 22 + bz + ¢ do postaci kanonicznej, stosujac podstawienie

t=x+ 3 i korzystajac wielokrotnie ze wzoru rekurencyjnego:

/ L z L 3 / L
(2% 4+ a?)" ©2(n—1Da2(x? +a2)" 1 2(n—1)a? ) (22 +a2)n !

gdzie a®> > 0 in > 2 oraz ze wzoru
1 1 T
——— dx = —arctg — + C.
/x2+a2 a ga+
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Wazniejsze podstawienia stosowane podczas liczenia calek nieoznaczonych:
Na potrzeby tego opracowania zal6zmy, ze R(u,v) jest funkcja wymierna dwéch zmiennych.

b
1. Catlke niewymierna postaci / R (:c, { a,x——i_l— d) dz, gdzie ad — be # 0 obliczamy stosujac
cx
podstawienie:
n_ar+b
Ccxr+d
b— dt" d — be)t"t
wowczas: T = oraz dr = M dt.
" —a (ct™ —a)?

2. Calke niewymierna postaci / R (:c, Vax? + br + c) dx gdzie a # 01 b%> —4ac # 0 obliczamy
stosujac jedno z trzech podstawien, zwanych podstawieniami Eulera:

1. gdy a > 0 stosujemy pierwsze podstawienie Eulera postaci:

Var?+br+c=(t—x)Va

at?> — ¢ 2a°t? + 2abt + 2ac
oraz dr = t:
b+ 2at (b + 2at)?

II. gdy ¢ > 0 mozemy zastosowac¢ drugie podstawienie Fulera postaci:

Vaz? +br+c =zt —/c
b+ 2t\/c

2(t? bt

woéwczas: = ———— oraz dr = Vet bt +aye)
t2—a (t?2 — a)?

1. gdy b — 4ac > 0 (A > 0) mozemy zastosowaé trzecie podstawienie Eulera postaci:

Var? +br+c= \/a(:c —x1)(x —22) = (x — 29t

3 $1t2 — axs
wowczas: & = —o——— 0raz dr = — g
2 —a (t? —a)

wéwcezas: 1 =

dt;

W praktyce, kazda catke postaci / R (:c, Vax? + br + c) dr gdzie a # 0 i b> — dac # 0

mozna policzy¢ stosujac I lub III podstawienie Eulera.

3. Calke trygonometryczng postaci / R (sinx, cos x) dx, w zaleznosci od warunkéw jakie spel-

nia funkcja R obliczamy stosujac jedno z podstawien:

a) gdy R(—u,v) = —R(u,v), wéwczas: t = cosx, sinz = /1 — t2, dmz;dt;
) gdy R(~u,v) = ~R(u,v) v —
1
b) gdy R(u,—v) = —R(u,v), woéwczas: t = sinz, cosz = V1 — 2, do = —— dt;
) gdy R(u, —v) (u, ) % i
t 1
¢) gdy R(—u,—v) = R(u,v), woéwczas: t = tgzx, sinr = ——, cOST = ——,
)y Rz o) = R o) ; iiE e
1
dr = dt;
1+ ¢2
2t 11— 2
d) podstawienie uniwersalne: ¢ = tg f, sine = ——, cosx = ——, de = —— dt.
2 1+ t2 1+ 2 1+1¢2

Metoda wspélczynnikéw nieoznaczonych:
Jedli W, jest wielomianem stopnia n, za$ ax® + bz + ¢ jest tréjmianem takim, ze a # 0
i b2 —4ac#0, to istnieje wielomian W,,_; stopnia n — 1 oraz stala A € R taka, ze:

/ ) dx = Wy_1( \/ax2+bx+c+A/

1
dx
\/axQ—i-bx—i-c Vax?+bxr+c
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Calki nieoznaczone wazniejszych funkcji:

Inne wzory pomocne podczas liczenia catek:

1.

2
3
4.
)

1
17. /7
var2—1

1
- — 2
18. /mdx_ln(x+x/x +1)+C
1 T —a
19. /*dx:—arct — + C|
@—aZ 0T BT

ol
-
&5

1
20. / - dr =1In
sin

1
21./ dr =1n
cos T
1
22. /4dmzlnx+\/x2+a +C
Va2 +a ’ ‘
1
23. /—dx:hl
Vaz+axr+b
1 x
24. /7dm:arcsin—+0, a#0
Va2 — z? |al 7

2

b>0

+C, x#km kel

dx:ln‘:c+\/x2—1‘+0, x € (—o0;1) U (1;00)

1 1
tg<17r+§x>‘+0, x#g-f—lm, keZ

1
x+§a+\/x2+a:c+b +C

2
25. /\/aQ—xde:%arcsin‘x—’—i—gx/a?—xQ—i—C, a#0
a

2
26

[ =
. —F— aAYx =
a2 —x2 2 ]a\ 2

a T
— arcsin — — —Va2 — 22+ C,

a#0

27. /\/x2+adm:%x\/x2+a+%a-ln‘x+\/x2+a‘+C

2
T 1 1
2. | ——dr=azVa2+a—-a-l V2 C
/ 2 ra xz 23: e+ a 2@ n‘:c+ T +a‘—|—
1 -1
29. /sin”x dr = —=sin" 'z cosz + —
n

n—1

1
30. /cos”x dr = = cos" 'z sinz +
n

31. /tg”x dr =

32. /ctg"m dr =

n —
—1

n—1

Yo =xw, xe(0;00), meN,, neN\ {1}
. xin:x_”, x#0
. sin?z + cos?x =1

cos 2z = cos® & — sin’ x

tgx::g;i, x¢g+lm,kez

6. ctgxzc.o 3:’ x#kn, kel

1
7. sinax cosbr = §(sin(a + b)x + sin(a — b)x)

1
8. sinaxsinbr = 3 ( cos(a — b)x — cos(a + b):c)

1
9. cosaxcosbr = §<cos(a + b)x + cos(a — b)x)

v 2.0 — 4/4

tg" o — /tg"dm de, n>2

/sin”fzx de, n>2

/cos”_2x de, n>2

ctg" e — /ctg”fzx de, n>2
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